Maximalne verohodne odhady a linearni regrese

‘ Abstrakt |

V klasicke teorii vyberovych setreni jsou predmetem studia
parametry charakterizujici konecnou populaci, jako napr.
uhrn nebo prumer N pevnych hodnot. Nékdy je vsak vhod-
nefsi povazovat pozorovani za nahodné veliciny a zaroven
brat v uvahu, ze neni k dispozici prosty nahodny vybeér. Po-
pisujeme alternativu maximalne verohodnych odhadu para-
metru, ktera zohledriuje vybéerové schéma, a vysledek ilu-
strujeme na linearnim modelu.

‘ 1. Pevna hodnota nebo nahodna velicina? |

V kontextu vybérovych Setfeni se zpravidla zabyvame para-
metry, které charakterizujici kone¢nou populaci (napf. uhrn
nebo prumér N pevnych hodnot). Nékdy vSak muze nastat
situace, kdy bychom radi vysledky zobecnili na jiné popu-
lace, nebo i tutéz populaci v jiném case. Navic, pripustime-li,
ze sesbirana data nemusi byt zcela spolehliva, vidime, ze je
vhodné chapat nase pozorovani jako realizace nahodnych
veliCin. Takto pfistupuji k datum klasické statistické metody.
Ty vSak predpokladaji, ze je k dispozici prosty nahodny vy-
bér, coz v kontextu vyberovych Setreni casto neni mozne.
Napf. muzeme mit dvoustupnové vyberové schéma, kde
jsou nejprve (se stejnou pravdepodobnosti) vybrany domac-
nosti a poté je ze vSech ¢lenu dané domacnosti nahodné
urcen jeden a zarazen do studie. Tak vznikne vyber, ktery
nadhodnocuje pocet Clenu malych domacnosti a naopak
podhodnocuje zastoupeni domacnosti velkych.

Proto je nekdy potfebné zvolit postup analyzy dat, ktery
kombinuje oba tyto pfistupy. Znamena to modifikovat me-
tody tak, aby zohlednovaly dané vybérové schéma. Rozdil
v pristupu teorie vyberovych setreni, klasickych metodach
a nasem postupu (kombinace obojiho) je schematicky po-
psan na obrazku 1.

Zde se zamérfime na analogii maximalné verohodnych od-
hadu a linearni regrese.
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Obrazek 1: Pristup teorie vybérovych setreni, klasickych
metod a kombinace obojiho.

‘ 2. Odhad stredni hodnoty |

W, ... diskrétni nahodna veliCina, odpovida stratu
v populaci, W, € {1,2,..., K}, p. = P(W; = k)

Y; ... spojita nebo diskrétni ndhodna veli€ina, odpovida
sledované veliCine

K
EY; =0= pf, kde 6), = E(V;|W; = k)
k=1
& ... nahodna veliCina,

&—{é

7, ... pravdépodobnost vybéru jedince
N ... velikost populace

EW;=k)=P&=1W;=k)=m, proi=1,2,...,N

jedinec i byl zahrnut do vybéru

SN . L nezavislé
jedinec ¢ nebyl zahrnut do vyberu’

W, ... pozorované pro vSech NN ¢lenu populace
Y; ... pozorovaneé pouze pro jedince z vyberu, tj. pro &; = 1
Pro libovolnou nahodnou veliCinu Z; znacCime

vary(Z;) = var (Z;|W,; = k).

Odhad parametru 6 definujeme

o1 LB
0= 522 (&mi)uw; =),
1=1 kle
kde = nikz E1(W; = k),

ni ... pocet jedincu ve stratu k.
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ve vyberovych setrenich

Dukaz viz [1].

‘ 3. Maximalné vérohodné odhady |

NechtY;, =1,2,.... N, jsouiid nahodné veliCiny s hustotou
f(y,0),0 =(01,...,0,) € O. Klasicky maximalné vérohodny
odhad parametru 6 se ziska maximalizaci logaritmu vero-
hodnostni funkce Ly (0) = S°7¥, L;i(8]y;). To vétsinou vede
na soustavu rovnic

oL e oy (OLi(6yi)\P
__ZUZ(H)_O, kde UZ(H)—( 90, )j:r (1)

Pro vybérové schéma soustavu rovnic (1) modifikujeme na
N K

Vo) =Y f UL(0)1(W; = k) = 0. (2)
i=1j=1"F
Resenim (2) ziskame odhad parametru 6, zohlednuijici vy-

berové schema (ZVS).

Tvrzeni 2 Necht plati pfedpoklady Tvrzeni 1. Oznacme 6
reseni rovnice (2). Potom

VN6 - 8) % N, J8)"1nI(0)7)),
kde
1 — 7T]-c

K
S=J6)+ )Y pi
k=1
J(0) ... Fisherova informace, J;.(0) = var(U;(0)|W,; = k).

‘ 4. Linearni model |

(Y;, x;), i =1,2,..., N jsou iid nahodné vektory
Yi|e; ~ (xf B,0°), i=12...,N. (3)

Soustava rovnic pro odhad parametru 3 (neuvazujeme-li
vybéeroveé schéma) je potom

Zjil x;(Y; —z; B) = 0. (4)

Predpokladejme nyni opet vyberove schéma popsane vyse.
Muze se stat, ze v kazdém stratu plati model (3), 1.

J.(0).

Tk

(}/:L‘w’L? WZ) ~ <$?57 0-2>7 Z: 1727"'7N' (5)

Potom vybérové schéma neni tfeba zohlednovat a Ize po-
uzit klasickou teorii linearnich modelu. Obecné vsak v kaz-
dém stratu plati jiny vztah nez (5), pfiéemz nas zajima mar-
ginalni model (3).

Priklad Uvazujme, ze vektor x; zahrnuje vSechny predik-
tory Y; (kromeé W;) a ze ve stratu k plati

(Yila;, Wi = k) ~ (x By, 07), i=1,2,...,N.

Potom K . .
E(Yilz;) = ) pya; B ==; B (6)
k=1

var (Y;|x;) = E 012% + var a:Z-TBWZ.
K K
= Zpk(f/% +z; Zpk(ﬁk - B)*x;,
k=1 k=1

kde oy = oy, @ By, = By pro W; = k.

Zde se jiz nejedna o klasicky homoskedasticky linearni mo-
del, nebot rozptyl Y; zavisi na prediktorech x,. V klasic-
kém pristupu je 3 stale fe$enim soustavy rovnic (4), avéak
bereme-li v dvahu vybéerove schema, je ji nutné modifikovat
podle (2) a dostavame

N K ¢
DD Y- @ BI(W; = k) =0. (7)
i=1 k=1"

i1, ...,y JSOU VSecha i takova, ze §;, = 1prol=1,...,n

A
D =Diag(d;,....,d;,), di=)»_ ﬁ—kI(Wil = k),
k=1

X =(zjj)nxp @ Y = )uxa pPro l=1...,n.
Re&enim rovnice (7) je

B8=X"DX)" (X' DY)

b 4
Sedova M. ' a Kulich M.!
1. Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky, MFF UK, Sokolovska 83, Praha, CR
2. EuroMISE centrum, Oddéleni medicinské informatiky, Ul AV CR, v.v.i., Pod Vodarenskou vézi 2, Praha, CR
sedova@karlin.mff.cuni.cz
Tvrzeni 1 Predpokladejme, Ze vektory (Y;, W;, &;) jsou neza- Pro 3 plati
visle, stejne rozdélene (iid) a&; je nezavisle sY; za podminky VN( 3 3) d N(0 A1y A—l)
W;, proi = 1,2, ..., N. Pledpokladejme, Ze var Y| < oo. Pak kde ’ ’
VNG —0) 4 N0, %) r 1w,
koo K| y 24)5 A=FExz;x; a XY=varlU;+ ];pk - varg(U;)
o —
2 = var ¥y + Zpk - Lvary,Y proU, = x;(Y; — wZTﬂ)
k=1

Konzistentni odhad rozptylu A~ A~ ziskdme nahrazenim
neznamych hodnot jejich konzistentnimi odhady. Pro var U;
resp. vary(U;) se pouzije tzv. robustni odhad, opét ZVS

, N K ‘,
varplU; = NZZ#UZ-UZ-TI(WZ- = k)
i=1k=1""
N T
VL EUUTI(W,; = k
VarE(UZ|WZ _ ]‘C) _ Zl—lj\gfl (A} ( 1 )
> im1 &l(W; = k)

‘ 5. llustrace |

Vysledky ilustrujeme na malé simulacni studii. Zajima nas
vyse mesicniho platu v zavislosti na vzdelani a delce praxe.
Necht vyse platu zavisi ale také na pohlavi.

Predpoklajme, ze plati linearni model

plat:50"‘52*2‘1“(5]9"‘5]92*2)*]7 (8)
T 5S*S+ﬁm*M+(ﬁv‘|‘5vz*Z)*V+€a

z ... dichotomicka promenna znacici pohlavi

p... délka praxe v letech

S, M,V ... faktor znadici poradé (alespon) SS vzdélani bez
maturity, s maturitou nebo VS vzdélani

e... ndhodna veligina, e ~ N(0, 50007).

V simulované populaci jsou hodnoty parametru nasledujici

By =15000 G, =-5000 B, =370 Bpz =-70
s =3000 g3, =9000 B, =27000 3,, =-9000

Necht je podil zen mezi vydeleCne Cinnymi osobami 0.4.
Marginalni model zavislosti platt na délce praxe a vzdélani
je podle (6)

plat = 13000 + 342p + 3000S + 9000M + 23400V + e.

Postup Nejprve byla vygenerovana populace o velikosti
10 000, dle modelu (8). Potom byl proveden nahodny vyber,
pravdépodobnost zahrnuti Zzen 0.1, muzu 0.3. Parametry
marginalnino modelu byly odhadnuty klasickym zpusobem
| postupem ZVS. Vysledky jsou uvedené v Tabulce 1.

Tabulka 1. Odhady parametru pro jednu nasimulovanou po-
pulaci

Skutecna| Odhad| Odhad| Smér.

hodnota klasicky| ZVS chyba

Konstanta 13000 14360 13197 597
Praxe 342 338 324 26
Vzdélani bez mat. 30000 2941 2811 o611
Vzdélani s mat. 9000 8759 8609 612
Vzdélani VS 23 400 25882 24600 800

Postup ZVS odhadl Iépe ty slozky parametru j, které jsou
pro kazdé pohlavi vyrazne jiné (konstanta, ohodnoceni VS).
Poté byl tento proces zopakovan 1 000 x (Tabulka 2).

Tabulka 2. Prumerné vysledky simulace (1 000 opakovani)

Skut.| Klas.| Odhad|Odhad| SE**

hodnota | odhad*| ZVS* SE* odhadu

Konstanta 13000 14101 13018 536 542
Praxe 342 358 343 26 26
Vzdél. bez mat., 3000 2980| 2977 551 571
Vzdél. s mat. 9000 8985 8987 553 556
Vzdél. VS 23400 2533323374 789 798

*prumerny; **empiricka

Prumérny odhad ZVS parametru je blizko skutecnym hod-
notam, prumeérny odhad smérodatné chyby odhadu ZVS je
blizky emprické smérodatné chybé odhadu.
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